CAPITULO 2(3) — VARIAVEL ALEATORIA e FUNCAO DISTRIBUICAO

3.1. Variavel aleatoria

Uma variavel aleatoria € o resultado de uma
experiéncia aleatoria que se se pode medir ou contar.

Sao v.a.(s): N3o sdo v.a.(s):

L (0] ="
Y Peso de N2 chamadas = N
" umamala de emergéncia

Casamento

~~~~~

Tempo que N2 bolbosque |1 [[]
bombeiros ) florescem
levam a chegar Cor das tulipas

ao incéndio
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Example of a random variable
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* Ao conjunto B € R chama-se imagemde A, X (A) = B; ao

conjunto A chama-se imagem inversade B, A = X 1(B)c Q

X—l

0 ﬁ
_B

X(w)c R

e — X

Px(B) = Px[X~*(B)] = P(4)
ondeA = {w: X (w) € B}
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3.1. Variavel aleatoria
e Condensacao e simplificacao da informacao

Definicao 3.1 — Variavel aleatoria

Uma variavel aleatoria, X, é uma fung¢éo com
dominio /2 e com contradominio em ¥ .

Assim, X tw €2- X(w) € R(3.1)

Exemplo 3.1 — Quando se lancam dois dados e se regista a
soma de pontos obtida (v.a.)

Em termos formais:
2= {,j)):i,j = 1,23456}eX|(i,j)]=1+j€R
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Comentarios:

e A funcao X (varidvel aleatdria) faz corresponder a cada w € ()
umesoum X (w) € R,

e Convenc¢ao importante:

A varidvel aleatoria - X (letra maiuscula)

Valores particulares que a variavel assume -x (letra mintscula)

e Definida a variavel aleatoria, considera-se:

B novo espaco de resultados

subconjuntos B € R acontecimentos.
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Exemplo 3.1 — Quando se langam dois dados e se defineav.a. X =

soma de pontos obtida Q={(i,j):i,j=1,23456}eX[(i,j))]=1+ ]

Imagens Imagens inversas Probab.
{2} {(1,1)} 1/36
{3} {(1,2),(2,1)} 2/36
{4} {(1,3),(2,2),(3,1)} 3/36
{5} {(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)} 4/36
{6} {(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)} 5/36
{7} {(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)} 6/36
{8} {(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2)} 5/36
{9} {(3,6),(4,5),(5,4),(6,3)} 4/36
{10} {(4,6),(5,5),(6,4)} 3/36
{11} {(5,6),(6,5)} 2136
{12} {(6,6)} 1/36
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B=[35c®R =PB)=P(B<X<5)=P[XB)]
=P £(1,2),(2,1),(1,3),(2,2),(3,1)}

A=imagem inversa do intervalo BCR

5
- 36

Se A é o acontecimento saida de uma soma de pontos
superiora 10, A = {(5,6),(6,5),(6,6)} c Q

P(A) = P|X(4)] = P( X > 10 ) =P(X =11) + P(X = 12)

imagem de AcQ)

2 1 3
= — 4+ — = —
36 36 36
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* 3.2 Fung¢ao de distribuicao

Definicao 3.2 — Funcao de distribuicao
A funcao real de variavel real, F, com dominio #,
definida por,

Fx(x) = P(X < x) = P(X € (—,x])

designa-se por fung¢do de distribui¢cdo da variavel
aleatoria X.
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Fig. 3.3 — Propriedades da fungdo de distribui¢ao
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* Propriedades da funcao de distribuicao:

1)0 < F(x) < 1.
2) F é ndo decrescente: Ax > 0 = F(x) < F(x + Ax).

3)F(—) = xl_i)r_noo F(x) =0 eF(+wx) = xl_1>rpoo F(x) =1

4)P(a < X < b) = F(b) — F(a), quaisquer que
sejam a e b a verificarb > a

5) F é continua a direita, F(a + 0) = lin}r ) F(x) = F(a)
X—Aa

6) P(X = a) = F(a) — F(a — 0) qualquer que seja a um
numero real finito.
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Propriedades da funcao distribuicao:

a)P(X < b) = F(b — 0)

b) P(X > a) =1— F(a)

c)P(X =2 a) =1— F(a — 0)

dP(a < X <b)=Fb—-0)— F(a)
e)]Pla < X <b)=Fb—-0)—F(a—-0)

fYP(@a < X < b) = F(b) — F(a — 0)



CAPITULO 2(3) — VARIAVEL ALEATORIA e FUNCAO DISTRIBUICAO

Exemplo 3.4 — Verificar se as seguintes funcoes definem uma
funcao de distribuicao:

0 (x<0)
A)F(x)={1—e—x (x=0) | |

(

0 (x <1) 1 K

B) F(x) =<x/3 (1Sx<2)2/3
1 (x = 2) o /
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(O x <1
)14 1<x<?2
OFX) =112 2<x<3
Ll X =3
FX(X)
1 O
1/2 @ o
1/4 ‘n O
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e 3.3 Classificacao de variaveis aleatdrias

Variaveis aleatorias podem ser classificadas como:

Discretas

Continuas
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3.3 Classificacao de variaveis aleatorias

Variaveis aleatorias Discretas

Discrete
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3.3 Classificacao de variaveis aleatorias

Variaveis aleatorias Continuas

Continuous
Random
Variables
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e 3.3 Classificacao de variaveis aleatdrias

Conjunto dos pontos de descontinuidade da fun¢ao distribuicao.
Dy={x:P(X=x)=F(x)—F(x—-0) >0}

Definicao 3.3

. X @ uma variavel aleatdria discreta se e so se:
Dy +# P(XeD) =), .p PX =x) =1 (3.5)

. X é uma variavel aleatdria continua se e so se:
Dy = )  Existe uma funcdo real de variavel real, f(x) = 0:

Fy() = [ f(x)dx, YxeR  (3.6)

. X é uma variavel aleatoria mista se
Dy +# P(XeD) =) .,.., PX =x) <1 (3.7)
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e Comentarios:

- Continuidade de Fy(x) é condicdo necessaria mas
nao suficiente para que X seja uma v.a. continua;

- D=Q0ePXeD)<1
sao condicoes necessarias mas nao suficientes
para X ser v.a. mista;

- V.A.(s) podem nao ser discretas, nao ser continuas
e ndo ser mistas (Fx, ndo verificar a condicdo (3.6)).
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 Variavel aleatdria discreta

Definicao 3.4 — Funcao probabilidade

A funcdo f(x) = P(X = x) chama-se funcdo probabilidade da
variavel aleatoria discreta X com dominio Dy sse,

F(x) = {P(X =Ox) >0 J;C 65611)))):
PXX €B)=P(B) = ) f(x) (B €Dy
x€(BND)

FOO)=P(X<2) =Seef(x)  VXER
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Fig. 3.4 - Funcio de distribui¢do e fungdo probabilidade de uma v.a. discreta
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Exemplo 3.5 — Seja a v.a. X: numero de faces obtido no
lancamento de trés moedas regulares. X = 0,1, 2, 3. Portanto:

x <0, tem-se F(x) =0,
0<x<1,temseF(x)=P(X <0)=f(0)=(1/2)3 =0.125,

1<x<2temseF(x)=PX<1)=f0)+f(1) =
(1/2)3 +3(1/2)3 = 0,5.

2<x<3,tem-seF(x) =PX <2)=fO0)+f(1)+f(2) =
(1/2)3 +3(1/2)3 +3(1/2)3 = 0.875,

x<3 tem-seF(x) =PX<3)=fO)+f(LD+f2)+f(3)=1

(0 x <0
0,125 0<x<1
F(x)=4 05 1<x<?2
0875 2<x<3
L 1 x =3




CAPITULO 2(3) — VARIAVEL ALEATORIA e FUNCAO DISTRIBUICAO

0.4 r fco)

Grafico da funcao probabilidade
da v.a. que representa o numero
de faces obtido com 3 moedas

Grafico

da funcao distribuicao
da v.a. que representa o
numero de faces obtido

com 3 moedas

[F(x) tem um numero finito de
pontos de descontinuidade]
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 Exemplo 3.6 —Joga-se com um dado equilibrado. Seja X: n? de
lancamentos que se fazem até sair uma «sena».

Q - infinidade numeravel.
D={1,2,--,x,--+} € |N com probabilidades,

PX=1)=1/6:P(X=2)=5/6x1/6:P(X =3) = (5/6)2 x 1/6; -

F. Probabilidade:
fx)=PX=x)=(5/6)*1%x1/6 x=1,2,-

F. Distribuicdo:

0 x <1
F(X) = P(X < X) ={ §C=1(5/6)x—1 X 1/6 x=1,2,-
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0,18 -
0,16 -
0,14 A
0,12
0,10 <
0,08 -
0,06 -
0,04 -

0,02 -

0,00

1 2 3 4 S5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
x

Funcao Probabilidade do niumero de lancamentos até sair sena
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0.9 -

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

F(x)
. i ——
3 —

—_—

— O
3 e
- ﬂ
= ——
i —
0 Z 4 6 8 10 o

Funcao Distribuicao do numero de lancamentos até sair sena

F(x) tem uma infinidade numeravel de pontos de descontinuidade
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Ex. O gerente de uma fabrica esta a considerar substituir uma
das suas maquinas. Registos passados mostram que o numero
de avarias da maquina por semana segue a seguinte distribuicao:

N2 de avarias 0 1 2 3 4
Probabilidade 0,1 0,26 0,42 0,16 0,06

a) Escreva a funcao distribuicao da v.a. X que representa o
numero de avarias.

b) Calcule
bl.P(X = 1) b2. P(1<X<3) b3.PX>3|X=1)

bd. P(X < 2,5|X = 0).
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* Ex.6 Seja X uma v.a. discreta com f.d.:

(0 (x < —-1)
02 (-1<x<0)
07 (0<x<1)
L1 (x=>1)

a)Determine a funcao probabilidade de X.

F(x) = 1

b)Calcule P(X = 1).

c)Calcule P(X < 0,5|X = 0).
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 Variavel aleatdria continua

Definicao 3.5 — Funcao densidade de probabilidade
A funcdo fy(x), ndo negativa, chama-se funcéo densidade de
probabilidade ou, simplesmente, funcao densidade.

Notas:
«Sabe-seque P(X e #)=1 e que P[X € (—oo,x]] =Fx(x),Vx€E K
DadoAx >0, PX € (x,x+Ax]) =F(x+ Ax) — F(x)

F(x + Ax) — F(x)
Ax

Ent3o, a quantidade média de probabilidade no intervalo (x, x + Ax] =

F(x +Ax) — F ,
a densidade de probabilidade no ponto x, f(x) = lim (x z) (x) = F'(x)
x—0 X

Nos pontos onde ndo existe F'(x) convenciona-se que f(x) = 0



CAPITULO 2(3) — VARIAVEL ALEATORIA e FUNCAO DISTRIBUICAO

* Notas:
1. fj;o fx)dx =1
2. P(B) =P(X€B) = [, f(x)dx

b
B =(ab],P(B)=P(a<X<bh) =j f(x)dx = F(b) — F(a)

3.VxERPX=x)=0>
Pla<X<b)=Pa<X<b)=P(a<X<bh)

4. E indiferente representar uma variavel aleatéria continua
com a respectiva funcao de distribuicao ou densidade.

5. A funcao de densidade pode assumir valores superiores a 1
(nao é uma probabilidade).
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Funcao densidade e distribuicao de uma v.a. continua

4 F(x)

> F(a)

Ha)

i
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Exemplo 3.8 — Seja X: vida util (103 h), de um componente
electronico.

F(x)=P(X<x)= ffoo e %dx=1—e%% x>0 6>0
O caracteriza a qualidade do componente (6 = 0.03).

Pretende determinar-se a probabilidade de um componente
escolhido ao acaso:

a) durar menos de 20 mil horas:
P(X <20)=F(20) =1 —e7003%20 » 0.45;

b) dure entre 30 mil e 50 mil horas:

P(30 < X < 50) = F(50) — F(30) = ¢~0:03%30 _ ,~0.03x50
~ (.18
c) dure mais de 60 mil horas:

P(X > 60) = 1 — F(60) = ¢~003%60 ~ 0 17
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Funcao densidade para a vida util de um componente
electronico

0,035  fx)
0,030
0,025
0,020
0,015
0,010

0,005

0,000
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140
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Funcao distribuicdo para a vida util de um componente
electronico

1.2

-------------------------------------------------------------------------------

-20 0 20 40 60 80 100 120 140

X
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 Exemplo 3.9 : Variaveis aleatdrias mistas: Combinam as 2

situacoes anteriores RO
1+3(1 %) 0<x<1 o8
FX(X):<12 € X 05 -
1 3 0.4
— — p—X 0.3 1
2 + 4(1 e ™) x=>1 N

0.1

&l
\v

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 . 2.5

PX=0)=F(0)-F(0-0)=1/12 |*=0ex=1

DX:{O,l}i(Z),Z P(X =x) <1
P(X=1)=F(1)—=F(1—0)=2/12 e

P(0.5<X<1)=F(1—-0)—F(05) =3/,(e% —e™)

P(0.5< X <2)=F(2) - F(05)_—+3/ (e705 — e72)
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3.4 - Funcoes de uma variavel aleatoria

Tem-se a v.a. X, conhece-se Fy(x);

Pretende-se a distribuicao da variavel aleatoria Y.

Y = y(X) P é uma funcdo real de variavel real;

Y é uma varidvel aleatdria que assume o valor y = yi(x)
quando X = x.

Funcdo distribuicdo — Fy(y)?

O processo de mudanca de varidvel permite obter Fy (y) a partir
de Fy(x).
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1. X variavel aleatoria discreta.

xl

-2

-1

0

1

2

f(x):

12/60

15/60

10/60

6/60

17/60

Y = ¢(X) = X2

e Determinaraf. p.de Y, f,(y) a partir de fyx(x).

Dy = {xq,x5,+,x;,+*+ } 0 cOnjunto de pontos de
descontinuidade de Fy (x) tais que fyx(x) > 0.

Dy = {-2,—-1,0,1,2}

e Dy = Y (Dy) € o conjunto de pontos de descontinuidade
de Fy (y) tais que fy(y) > 0.

Dy =1{0,1,4}
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x: | -2 -1 0 1 2
f(x):112/60(15/60(10/60|6/60 [17/60

e Dadoy € Dy, seja A, = {x:p(x) =y,x € Dy}
y=0= 4y ={x:0(x) =0} ={0}
y=1= A ={xiokx) =1} ={-1,1}
y=4= A, ={x:9(x) =4}={-2,2}
e A funcao probabilidade de Y vem dada por:
fr) =P =y)=P(X € Ay) =Zyea, f(x)(3.12)
fr(0) =P(Y =0) = P(X € 4y) = fyx (0) = 10/60
(D =P =1)=PX€A;)=fx(-1) + fx(1) = 21/60
fr(4) =P(Y =4) =P(X € Ay) = fx(—2) + fx(2) = 29/60
o Y = Y(X) também é discreta.
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2. Caso Geral: X é uma variavel aleatoria qualquer

O processo de mudanca de variavel assenta na igualdade,
Fy(y)=P(Y <y) = P(X € A;‘,) com A}, = {x:yP(x) <y}

Exemplo 3.12 — Supondo que a variavel aleatdria continua X tem fung¢do de
distribuigdo F y(x) vdo determinar-se as fungées de distribuicdo Fy(y) de:

a)Y = |X|=>Fy(y) =P(X|<y) =P(—y <X <y) =Fx(y) — Fx(—y)
b)Y =aX+b=>Fy(y)=PaX+b<y)=
=P(X<(y—b)/a) =Fx[(y —b)/a](a > 0)
=PX=(y—-b)/a)=1-Fx[(y —b)/a] (a <0)

¢)Fy(y) =P(X2<y)=P(—\(y <X <.P) =
_ 0 (y<0)
|Fx(Vy) —Fx(—/y) (y=0)
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Nota: Mesmo quando X é variavel aleatoria continua e
Y (X) é fungdo continua pode suceder que Y nédo seja
continua. Tem-se na generalidade:

X Y =¢(X)
Discreta Discreta
Continua
Continua Mista
Discreta
Mista Discreta
Mista
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Seja av.a.Y = 2X + 3.X év.a. com funcao distribuicao:

( 0 x <0 Y o ¥y =2x+3
)
F ) X[y 0<x<1 i s
X) =< -
2 | -
-* /-1 1<x<2 s
\ 1 x> 2 i //// X

A funcao distribuicao da v.a. Y pode obter-se a partir da funcao
distribuicao da v.a. X, fazendo:

F(y) = P(Y < y)= P(2X +3 < y)= p<x<yT_3)=FX(y_3>

2
X x< 0 |0<x<1 | 1=x<2 [yx>2 ( 0 y <3
y y< 3 |3<y<5 | 5<y<7 |y=>7 (y—3>2
2
> 3<y<5
F = <
) (y_3)2
-3 2
2y2 — > -1 55y<7
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e Seja ava.Y = 3—2X N

( 0 x <0 :

X/ 0<x<1 i
F(x) = 4 2 = '

2
Zx—x/z_l 1<XS2_ s 10 15 20
\ 1 x> 2 f | | | x

A fungdo distribuicio da v.a. Y pode obter-se a partir da fungio ” ~ 3 2x

distribuicao da v.a. X, fazendo: ; ;
Fiy)=P(Y<y)=P(B3-2X<y) :P(XzTy): 1_p<_y>

2
X x< 0 [0<x<1 1<x<2 x> 2 ( 0 y<—1
y y=3 [1<y<3 | -1<y<l |y< —1 3 —y\?
-y (77)
1-—12 Zy— 22 -1 -1<y<1
F(y) =9 ,
=)
2
1-— 1 <3
> <
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Exemplo 3.13 — Seja a variavel aleatoria X com fung¢do densidade

X

1
Fx(x)={2+5 -1<x<1 1.Y=1/J(X)={O X<0

0 outros x X X=0

,
0 y <0 Existe um ponto de
Fy(y) =+ 4 _|_1 0<y<l1 descontinuidade, y = 0 com
212 0<P(Y=0)=1/2<1

Y é uma variavel aleatoria mista

0 X<0
2.W=¢(X)={1 o w | o0 | 1

w =024 = {x:P(x) = 0}= {x < 0} frw)| 72 1,
fww) =P(X<0)=1/2
w=1=24, ={x:yY(x) =1} = {x = 0} 0 w<o0

Fy(w)=<51/2 0<w<1
fww) =P(X =20)=1/2 1 w>1
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SejaY = W(X) com X v.a. continua e ¥ uma funcdo real de
variavel real com dominioem A = {x: fx(x) > 0}

Para garantir que av.a. Y = W(X) também é continua

Condicao suficiente:
WY tenha derivada nao nula e seja estritamente monotona em
todos os pontos do seu dominio A = {x: fy(x) > 0}
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 Exemplo: Seja a varidvel aleatdria Y com funcao distribuicao

(0 y <0 (0 y<o0
_Jy 1 1 0<y<+
Fy(y)—<5+z 0<y<l1 W =y(Y) = —ylz
1 y=1
2 > —
\ \ =

A funcao probabilidade de W é:

w=0=24,={y:¢(y)=0}={:y<0}=
=>P(W =0)=P(Y <£0) =F,(0)=1/2

w=124; ={y:p@)=1}={y:0<y <1/2}>
>PW=1)=P(0<Y <1/2) =F/(1/2) - Fy(0) =

w=2=A4, ={y:pQy) =2}={y:y>1/2}>
>PW=2)=P(Y >1/2)=1-P(Y <1/2) =1-F,(1/2)

1
2

Sl WS
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12.4 Random Variables and Expected Value

i $1 Z4;
Suppose your wallet contains eleven $1 11 bills $20 biy

bills, four $5 bills, and one $20 bill.
Immagine that you reach into your wallet
and remove a bill at random, and then $5
replace it. If you were to do this many 4 bills

times, what is the average value of the bill
you remove?
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Definicao 3.6 — Valor esperado de uma variavel
aleatodria discreta

Se X é uma variavel aleatoria discreta com funcdo
probabilidade f (x), a expressdo,

E(X) = Tyep, % fx (%)
, (3.14)

quando, Yyep,lx|. fx(x) < +o0 (3.15), define o valor
esperado, média ou esperanca matematica de X.

Notagao: E(X) = uy = u
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Ex.3: Um investidor estuda trés estratégias para investimento de
1000 euros.

Estratégia 1 10000 -1000 Rend. médio
0,15 0,85 650
Estratégia 2 1000 500 -500
0,5 0,3 0,2 550
Estratégia 3 Rendimento certo de 400 400

Qual a estratégia que escolheria e como justificaria a escolha
feita?

E(Estr.1) = 10000 * 0.15 + (—1000 * 0.85) = 650
E(Estr.2) = 1000 % 0.5 + 500 * 0.3 4+ (=500 * 0.2) = 550

E(Estr.3) = 400 * 1 = 400
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Comentarios:

e Se o0 conjunto Dy € finito, (3.15) verifica-se sempre e existe valor
esperado;

e Se o conjunto Dy é infinito (numeravel), o valor esperado é
dado pela soma de uma série e sO existe se a série for
absolutamente convergente.

e O valor esperado de uma variavel aleatoria discreta
corresponde, muitas vezes, a um ponto que nao pertence a Dy.

Exemplo 3.15 - Se X é a variavel aleatoria que representa o
numero de pontos obtido com o lancamento de um dado

regular, entao

1 1 1 1 1 1
E(X)=1><E+2><—+3><—+4><—+5><—+6><—

6 6 6 6 6



CAPITULO 2(3) — VALORES ESPERADOS E PARAMETROS

Variaveis Aleatodrias Continuas Fungdo densidade
) ., , . , de probabilidade
Seja X uma variavel aleatoria continua: /

existe uma funcdo real de variavel real, f(x) = 0

Definicao 3.7 — Valor esperado de uma varidvel aleatdria continua
Se X é varidvel aleatdria continua com fungdo densidade fy(x)
a expressao,

EQX) = "7 x. fy(x) dx (3.17)
quando,fjozolxl.f(x) dx < o (3.18)

define o valor esperado, média ou esperanca matematica de X.
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* Interpretacao do conceito de valor esperado (ponto de vista
frequencista):

Se a experiéncia aleatoria, em cada realizacao da qual se
observa x, for repetida um grande numero de vezes, a
média aritmética dos valores obtidos esta, quase
certamente, “muito proxima” de E (X).

e O valor esperado de uma variavel aleatoria continua pode
ndo existir se a condigdo (3.18) néo se verificar, i.é, se o
integral for divergente.
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Exemplo 3.16 — O valor esperado da variavel aleatoria X, com
funcéo densidade

fx(x)=3x"* (x>1)

é dado por: )

" * 3x-3dx = 35| T

E(X) = f X. 3x‘4dx=j A =9511
— 00 1

a1 1) 3
o\l 2z T 2) T 2
Exemplo — Cap.2 -Ex.1 Seja a variavel aleatéria X, com fungdo
densidade

x O<x<1)

fx () = {1/2 (1<x<2)

2

e 1 1 5
E(X) =j x.fX(x)dxzj x*xdx+f x*x—dx =—
— 00 0 1 2 6
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Defini¢cao 3.8 — Valor esperado de uma fungao de variavel
aleatodria discreta

Se X é uma variavel aleatoria discreta com funcdo probabili-
dade f (x), a expressdo,

Elp0l = ) 0. fx@)

XE Dy

é o valor esperado de Y(X), impondo-se uma condi¢io seme-
lhante a (3.19).

e A existéncia de E(X) néo implica a existéncia de E[{(X)], e
inversamente.

e E indiferente calcular E[W(X)] pela defini¢do 3.19 ou proceder
a mudanca de variavel Y = y(X) e calcular E(Y) recorrendo a

definigéo 3.14.
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Ex1l. Uma empresa rodoviaria municipal iniciou operacoes
numa nova rota. Registos do passado permitiram construir a
distribuicao de probabilidade do numero de utentes nessa
rota em cada dia da semana. Sabe-se também que cada
utente paga 1.5 euros e o custo de manutencao da rota é de
34 euros por dia. E lhe pedido que avalie se vale a pena
manter esta rota. Que tipo de informacao estatistica acha

gue deveria fornecer para fundamentar a sua opiniao.
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Ex1. X- v.a. que representa o numero de utentes por dia
Distribuicao de probabilidades

Neutentes | 20 21 22 23 24 25 26 27

fx(x) 002|012 (0,23 (0,31 0,19 | 0,08 | 0,03 | 0,02

27

Numero médio de utentes por dia: E(X) = Z X. fx(x)
x=20

x X fy(x) | 041(252|506|713|4,56| 2 |0,78|0,54 (22,99

Lucro = 1,5X — 34 = E(Lucro)=Y27,, (1,5x — 34). fy(x)
Y(X)

Lucro -4 -2,5 -1 0,5 2 3,5 5 6,5

E(L)

Lucro
X fx(x) -0,08 -0,3 -0,23 0,155 0,38 0,28 0,15 0,13 0,485
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Ex2. O gerente de uma fabrica esta a considerar substituir
uma das suas maquinas. Registos passados permitem
construir a seguinte funcao de probabilidade para o
numero de avarias da maquina por semana. Estima-se
ainda que cada avaria tem para a fabrica um custo de
1500 euros . O que aconselharia o gerente a fazer? Como
fundamentaria o seu parecer ao gerente sobre a

substituicao ou nao da maquina?
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Ex2. X- v.a. que representa o numero de avarias por semana

Ne avarias 0 1 2 3 4
fx(x) 0,10 | 0,26 | 0,42 | 0,16 | 0,06

4
Numero médio de avarias/semana: E(X) = Z x. fx (x)

x=0

x.fx(x) | 0 |0,26]0,84]|0,48]0,24]1,82

Prejuizo semanal= W(X) = 1500 x X
4

Prejuizo médio = E(Prej.) = z 1500x . fx(x)
x=0 Lp(x)

Prej. 0 1500 3000 4500 6000
E(Prej.)
Prej X f,(x) 0 390 1260 720 360 2730
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 Exemplo 3.18 — Seja a variavel aleatodria discreta X, com fungéo
probabilidade:

_{1/3 x=-101) _ _ 2
fo0) = { outros x V=) =X
Pretende-se calcular E|@(X)]. 2 vias alternativas

1 1 1 2
G)E[I/J(X)] — ZxEDXxZ-fX(x)Z 1 X§+ 0 X§+ 1 X§ = §

b)Y =1(X) comD, ={0,1} ,
A ={0}=P¥ =0) = fx(O)— =

Ay = {~11} 2 P(Y = 1) = fy (- 1)+fx<1>—§ =2

1/3 (y=0) _ox X 1_2
2/3 (y=1)_)E(Y)_OX + 2 X =3
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 Dada uma variavel aleatdria continua X é também possivel
definir valor esperado de uma funcao de X, ¥ (X).

« Note-se que a nova variavel aleatoria pode nédo ser continua.

Definicao 3.8 — Valor esperado de uma fun¢ao de variavel
aleatdria continua

Seja X é variavel aleatoria continua, com fungéo densidade
f (x), e suponha-se que Y (X) é ainda uma variavel aleatoria
continua. A expressdo,

E[w()] = [T 9pX). £ (x)dx (3.20)

é o valor esperado de Y (X), impondo-se naturalmente uma
condicéo semelhante a (3.15 ou 3.18).




CAPITULO 2(3) — VALORES ESPERADOS E PARAMETROS

Exemplo 3.19 — O valor esperado da variavel aleatoria X, com funcéo
densidade e distribuicdo:

fxx)=3x* (x>1) e Fy(x)=1-x3
SejaY = Y(X) = X?
Pretende-se calcular E(Y) = E[@(X)]. 2 vias alternativas

+ oo +00
a)E[X?] = [17 x2.3x*dx = f 3x2%dx = SJ x 2dx =3
1 —00
0 y<1

b) Fy(y) = P(Y < y) = P(X* < y) = Fx(y) = {1 —y 32 y>1

3 e 3
o) =3y 0> D=EW= | ygy Sy
(73

=) gytay=3
1
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Propriedades do valor esperado (seja X discreta, continua ou
outra):

1) Se ¢ é uma constante entdo, E(c) = c.
2) Se ¢ é uma constante e se existe E[Y (X )] entdo,
Elchp (X)] = cE[Y (X)]
3) Se existirem Y, (X) e Y, (X) entdo,
E[1(X) +¥2(X)] = E[p1(X)] + E[(X)]
Demonstragdes no livro.

Das Propriedades 2 e 3, existindo E[);], tem-se:

E[YTo1 (X)) = Xy ¢ E[Y;(X)] (4.6)
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Dois resultados importantes:

e Se X eY sdo duas varidveis aleatdrias (discretas ou continuas)
entdo, E(X +Y) = E(X) + E(Y). (3.23)

e Se X e Y sdo duas varidveis aleatorias independentes entdo,
E(X.Y) = E(X)E(Y). (3.24)
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3.6 Momentos

Objectivo - caracterizar uma variavel aleatdria através de um
pequeno numero de indicadores capazes de descrever os
aspectos mais significativos da distribuicao de probabilidade.

Definicdao 3.9 — Momento de ordem k em relag¢éo a origem

O valor esperado, u',, = E(X*)

se existir, ¢ o momento de ordem k (k = 1,2, ...) em relagdo a
origem ou momento ordinario de ordem k da varidvel aleatodria

X.

Se X év.a.discreta p'y = E(X*) = Y ep, 2% f () (3.25)

Se X é v.a. continua p', = E(X¥) = f+oo K f(x)dx  (3.26)
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Teorema 3.2 — Se existe o momento de ordem k de uma varidvel
aleatoria, entdo tambem existe o momento de ordem s, com
s < k,da mesma variavel aleatdria.
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Momentos mais importantes:

* 12 momento em relacao a origem: média ou valor esperado
de X,

wi=E(X")= z

1=y (média) parametro de localizagdo da distribuicdo de X

x.f(x), u'1=E(X?) =f x. f(x)dx

xEDyx

e 22 momento em relagao a origem (k = 2), ou valor esperado
do quadrado de X,

Wy =E(X?) =)

e A média (centro de gravidade da distribuicao) mas ha que
avaliar a dispersao dos valores em torno da média.

x%. f(x), u',=E(X?) =f x%. f(x)dx

x€EDyx



CAPITULO 2(3) — VALORES ESPERADOS E PARAMETROS

e A dispersao e os momentos em relacao a meédia:

PX) =X —w-

Definicao 3.10 — Momento de ordem k em relagGo a média
O valor esperado,

E[((X —w*] k=12

se existir, € o momento de ordem k em relacdo a média ou
momento central de ordem k da varidvel aleatoria X.

Se X é v.a. discreta E[(X — 1)*] = Yyep,(x —)*. f(x) (3.27)

Se X é v.a. continua E[(X — pn)*] = fjozo(x — w¥. f(x)dx (3.28)
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e O 12 momento em relacao a média € sempre nulo - nao
tem interesse. Constante

E[(X—M)1]=E(X)—E(l§=#—#=0

e O 22 momento em relacao a média é designado por
variancia e é representado pelos simbolos:
U, =Var(X) = 67 = ¢
Momento central mais importante

Defini¢ao 3.11 — Variancia
Designa-se por variancia de uma variavel aleatoria X,

Var(X) = o = E[(X — n)?] (3.29)

se existir o valor esperado.

e Os 32 e 42 momentos também tém a sua importancia.
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Comentarios:

e A variancia nunca pode ser negativa, Var(X ) = 0;

e Var(X ) = 0, sose X for varidvel aleatoria degenerada:
P(X =¢) =1,

e Para o calculo da variancia pode aproveitar-se a relacao
Var(X) = E(X?) — u% (3.30)

e A existéncia da variancia implica a existéncia da média
(teorema 4.1)

e A variancia € um parametro de dispersao;
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Propriedades da variancia:

1) Se ¢ 6 uma constante, Var(c) = 0

2) Se ¢ é uma constante e X uma v.a.,
Var(cX) = c*Var(X)
3) Se c e d sdo constantes e X uma v.a.,

Var(cX + d) = c*Var(X)

4) Se X e Y sdo duas variaveis aleatdrias independentes
entdo, Var(X ¥ Y) = Var(X) + Var(Y). (3.31)
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Ex1. X- v.a. que representa o numero de utentes por dia
Distribuicao de probabilidades

N2utentes 20 21 22 23 24 25 26 27
fx(x) 0,02 0,12 0,23 0,31 0,19 0,08 0,03 0,02
x * fx(x) 0,4 2,52 5,06 7,13 4,56 2 0,78 10,54|22,99
(x — ux)? * fy (%) 8,96 4,08 1,21 0,31 1,21 4,12 9,09 |16,1(45,08
27

numero médio de utentes por dia: E(X) = 2

Variancia do numero de utentes por dia:

27

27

x=20

x. fx(x) = 22,99

Var(X) = szzo(x — )2 fo(x) = zxzzo(x —22,99)2. f, (x) = 45,08

Variancia do Lucro

27

27

Var() = ) (-w)? @ =) (- 04857 fy(x)
x=20 x=20
= Var(1,5X — 34) = Var(1,5X) = 1,5°Var(X) = 1,5 x 45,08 = 101,43
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Calculo da variancia — X variavel aleatoria discreta

1
1/3 (x=-1,0,1) EX)=un= Z_lx-fx(x) =0

0 outros x 2

1
EX?) = ) xhfx() =3

f(x)={

Var(X) = Z (x—w?flx)= (-1- 0)2% + (0 — 0)2% + (1 - 0)2% =§
X€EDyx

5 , 2 2
Var(X) = E(X )—MX=§—O=§

Calculo da variancia — X variavel aleatoria continua

fxx)=3x"* (x>1

2
FO0) =2 e E(X®) = 35 Var(X) = E(X?) -k = 3_<_> _

+ 00 3 2 3
<x > X X 4

Var(X) = E[(X — 1)?] = j -

1
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Definicao 3.12 — Desvio-padrao
Ao valor positivo da raiz quadrada da variancia,
Oy = +\/Var(X) (3.32)
chama-se desvio padrao da variavel aleatéria X.

Porque o desvio-padrao € medido na unidade da variavel, usa-se
frequentemente o coeficiente de variacao que nao depende da
unidade de medida da variavel (facilita comparacdes):

Definicao 3.13 — Coeficiente de variagcao
O coeficiente de variacao da variavel aleatoria X é igual, se
existir, ao quociente entre o desvio-padrao e a média,

CV(X) =2 (333

KX
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Para além da localizacao e dispersao é conveniente conhecer a
forma como a distribuicao se comporta em torno da média.
Para tal calcula-se o coeficiente de assimetria:

Definicao 3.14 — Coeficiente de assimetria
O quociente,

El(X — H)S] M3
= e — p (3.34)

se existir, € designado por coeficiente de assimetria da variavel
aleatoria X.

Simetria da distribuicao de X em relagéo a média, implica que todos
0os momentos centrais de ordem impar ,que existirem ,sejam nulos;
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Sejam as v.a.(s) X e Y com f. probabilidade:

2 —|x — 4]

fi(x) = (x=345)=uy=4;0; =0.5;7, =0

4~ Iy 4] ﬂ
f}'r (_.ﬂl"j'l — - (]L- — 1J2J3J4J5J6J?j :}#}f — 4'1' ':-_-Tf-' — 2.51"]-”1 — D

0.60

0D.50 F

0.40 |

Q.30 |

£2.20 r

.30 F

.

> 6 >

N m—
w -

0.00 H

ol
TN
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Sejam as v.a.(s) X e Y com f. probabilidade:

2607% /64 (x=1,2,-,6)

fx(x) = { 1/64 (x = 7)

fry) =

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

‘

1/64 (y=1)
2772/64 (y=2,3,,7)

—

—

T

=>uy = 1,98; 02 = 1,79; y; = 1,66

=uy = 6,02; 0¢ = 1,79; y, = —1,66

0.0
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A kurtosis mede a “espessura” das “caudas” da distribuicdo
ou, de forma equivalente, o “achatamento” da funcao
densidade na zona central da distribuicao.

Definicao 3.15 — Coeficiente de excesso ou kurtosis

O coeficiente de excesso ou kurtosis de uma variavel aleatoria X,
. . 4

se existir, e definido por, - E[(X — H) ] 1y

Vo = i — a (3.35)

A definicao é valida para v.as discretas e continuas mas o seu
interesse para as discretas é limitado.
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3.7 Parametros de ordem. Variaveis
Aleatorias Continuas

Em muitos casos, nomeadamente quando uma distribuicao

nao possui momentos, recorre-se, para proceder a sua
caracterizacao parcial, aos parametros de ordem.

e Os parametros de ordem também podem definir-se
para as distribuicoes discretas mas, nesse caso, tém
muito menor importancia;

e Os parametros de ordem apresentam virtudes proprias
que lhes permitem concorrer com os momentos;

e Os parametros de ordem sao funcoes de quantis
particulares;
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Definicao 3.16 — Quantil

Seja X uma variavel aleatoria continua e o« um numero real a

verificar 0 < a < 1. Quantil de ordem a, €4, € um valor de X
que satisfaz a condigdo,

f_gfo fx(x)dx = a = Fx(e,) = a (3.36)

Notas:

1. Quando a equacao 5.8 tem mais do que uma solucao, convenciona-se que
o quantil de ordem a é o menor dos valores obtidos.

2. O quantil 0.5 é a Mediana da distribuicgodav.a. X ( )—¢éuma
medida de localizacéo. He

3. Quando a distribuigéo é simétrica a mediana=média.

4. Amplitude Inter Quartis (AlQ) — medida de dispersdo
Decis (a = 0.1,0.2,...,0.9) e percentis (a« = 0.01,0.02, ...,0.99);
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{ X O0<x<l1

Seja X v.a. rCom funcdo densidade: fyx(x) = 1/2 1<x<?2

0 x <0
x*/2 0<x<1

() =102 1<x<2
\ 1 X =2
Mediana -
et 1
€0s:P(X <€ps) =1/2 © F(eps) = =565 =1
12 Quartil -
€525 1 1
60’25:P(X < 60’25) — 1/4 A F(EO,ZS) — T = Z@EO’ZS — E
32 Quartil —
€ 3 3

3 1 _ 32
AlIQ = €y 75-€ =—-——==
Q =¢€o757€025 =5~ 5 =
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e Moda (nao é um parametro de ordem) - medida de localizagao

Para v.a. continuas, a moda corresponde ao ponto do dominio
gue maximiza a funcao densidade, o qual pode nao ser unico.
Pode ser aplicado a v.a. discretas. No caso de distribuicdes
simétricas unimodais, a média, a mediana e a moda sao iguais.

Definicao 3.17 - Moda
Seja X uma variavel aleatoria continua. Moda, L, , € um valor de

X que verifica a condicdo,
fx) < fu) (3.38)

qgualquer que seja x pertencente ao dominio da fungéo
densidade.
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3.8 Funcao geradora dos momentos
Seja X, uma v.a. discreta ou continua com f.p. ou f.d.p. f (x).

Definicao 3.18 — Fun¢ao geradora dos momentos — v.a. discreta
Seja X uma varidvel aleatdria discreta com fungdo probabilidade f(x). Se
existir um numero real sy > 0 tal que,

E(e%) = Yxepy € fy(x) (4.20)

existe para —sy< s < Sy, entdo M(s) = E(e**) (4.21) é a fungédo
geradora dos momentos de X.

Definicao 5.9 — Fun¢ao geradora dos momentos — v.a. continua
Seja X uma varidvel aleatdria discreta com fungéo probabilidade f (x). Se
existir um numero real sy > 0 tal que,

E(es¥) = fjozo eS*. fy(x)dx (5.14)

existe para sy < s < sy, entdo M(s) = E(e%*) (5.13) é a fungdo geradora
dos momentos de X.
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3.8 Funcao geradora dos momentos
Seja X, uma v.a. discreta ou continua com f.p. ou f.d.p. f (x).

Definicao 4.10 — Fun¢ao geradora dos momentos — v.a. discreta
Seja X uma varidvel aleatdria discreta com fungdo probabilidade f(x). Se
existir um numero real sy > 0 tal que,

E(e%) = Yxepy € fy(x) (4.20)

existe para —sy< s < Sy, entdo M(s) = E(e**) (4.21) é a fungédo
geradora dos momentos de X.

Definicao 5.9 — Fun¢ao geradora dos momentos — v.a. continua
Seja X uma varidvel aleatdria discreta com fungéo probabilidade f (x). Se
existir um numero real sy > 0 tal que,

E(es¥) = fjozo eS*. fy(x)dx (5.14)

existe para sy < s < sy, entdo M(s) = E(e%*) (5.13) é a fungdo geradora
dos momentos de X.




CAPITULO 2(3) — VALORES ESPERADOS E PARAMETROS

e Af.g.m. nem sempre existe
e No caso discreto, se D é finito entdo a f.g.m. existe sempre;
e A funcao geradora dos momentos é funcao de s e ndo de X;

e A existéncia da funcao geradora dos momentos implica a existéncia
de momentos de qualquer ordem; O inverso nao é verdadeiro.

e Uma distribuicao que nao tem momentos — ou nao tem momentos a
partir de certa ordem — nao tem funcao geradora dos momentos.

e A funcao geradora dos momentos permite calcular os momentos.

e H3a uma correspondéncia biunivoca entre funcao geradora dos
momentos (quando existe) e a distribuicao.

e A funcao geradora de momentos da soma de variaveis aleatorias
continuas independentes é o produto das respectivas funcoes
geradoras.
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Calculo dos momentos com base na fun¢ao geradora dos
momentos

e |deia base - Derivar a f.g.m. e tomar o valor no pontos =0
e Caso discreto: M(s) = E(e®¥) = Z e, fr(x) logo

M'(s) = ) xe. fy(x) = M'(0) =) xe%fy(x) = E(X)

M'(s) = ) x%es fy(x) =M (0) =) x?e®fy(x) = E(X?)
e xXEDy xXEDy
Em geral,

M (s) = Z TeS* fi (x) > M™(0) = Z x" e fyx(x) = E(X")



CAPITULO 2(3) — VALORES ESPERADOS E PARAMETROS

Exemplo 4.9 — (adaptado) Seja X a variavel aleatoria com fung¢do
probabilidade  f(x) =p(1-p)*1,x =12, ,(0 <p <A®Ntdo a

f.g.m. é:
M(s) = Z:llgsxlp(l — p)x_l — T ;:Ei =) s < —In(1-p)
e MO =g MO =E0 =

Exemplo 5.7 — Seja a varidvel aleatdria X com fung¢do densidade,
f(x) =0e % x>0 (0 >0), peloqueafgm.eé:

+ oo 9

+ 00
M(s) = f eSX ge 9% dx = j eSX Qe 9% dy = <
— 00 O -

—(9— +
[_e (6 s)x] (;)O

- (s < 86)

M(s) = = M'(0) = E(X) = 53 =

6
(6 —5)?



